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Âûåçäíàÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà ÌÔÒÈ

2019-2020 ó÷. ãîäà

Ôèçèêà

Çàäàíèÿ, ðåøåíèÿ

Âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäàíèé êàæäîãî êëàññà � 2 ÷àñà.

×åðíîâèêè íå ïðîâåðÿþòñÿ.

Êàæäàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå îöåíèâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì áàëëîâ îò 0 äî 10.

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî áàëëîâ çà îëèìïèàäó 40.

Îáùèå ïðèíöèïû âûñòàâëåíèÿ îöåíêè ïî ôèçèêå:

- ïðàâèëüíîå ðåøåíèå � 10 áàëëîâ;

- ðåøåíèå ñ íåäî÷åòàìè � 7-9 áàëëîâ;

- ðåøåíèå ñ ïðîïóùåííûìè âàæíûìè ÷àñòÿìè � 3-5 áàëëîâ;

Âî âñåõ çàäà÷àõ, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, òîëüêî âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé ñòîèò
0 áàëëîâ.



Âûåçäíàÿ îëèìïèàäà ïî ôèçèêå 8 êëàññ

Ô8.1 Ýëåêòðè÷êà èäåò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ìèìî ïëàòôîðìû, íå îñòàíàâëèâàÿñü. Ïàññà-
æèð ýëåêòðè÷êè çàìåòèë, ÷òî îí ïðîåõàë ìèìî ïëàòôîðìû çà t1 = 8 ñ. Ïàññàæèð, ñòîÿùèé
íà ïëàòôîðìå, îòìåòèë, ÷òî ïîåçä ïîêèíóë ïëàòôîðìó ÷åðåç t2 = 14 c ïîñëå âúåçäà. Íàéòè
îòíîøåíèå äëèíû ïëàòôîðìû ê äëèíå ïîåçäà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü V � ñêîðîñòü ïîåçäà. Òîãäà äëÿ äëèíû ïîåçäà l è äëèíû ïëàòôîðìû L èç

óñëîâèÿ ìîæåì çàïèñàòü L = V t1, L+ l = V t2, îòêóäà
L

l
=

t1
t2 − t1

=
4

3
.

Ô8.2 Àâòîìîáèëü åäåò èç ïóíêòà A â ïóíêò B. Åñëè àâòîìîáèëü áóäåò åõàòü ñî ñêîðîñòüþ
V1 = 60 êì/÷, òî îí ïðèåäåò â ïóíêò B â 14-00. Åñëè áóäåò åõàòü ñî ñêîðîñòüþ V2 = 90 êì/÷, òî
îí ïðèåäåò â ïóíêò B â 12-00. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ äîëæåí åõàòü àâòîìîáèëü, ÷òîáû ïðèåõàòü â
ïóíêò B â 13-00?

Ðåøåíèå. Ïóñòü S � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóíêòàìè. Òîãäà, ïîäñ÷èòûâàÿ ýòî ðàññòîÿíèå âî âñåõ

òð¼õ ñëó÷àÿõ, íàõîäèì S = V t = V1(t+ 1) = V2(t− 1). Îòñþäà V =
2V1V2
V1 + V2

= 72 êì/÷.

Ô8.3 Êîëîííà àâòîìîáèëåé äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ V1 = 90 êì/÷. Ðàññòîÿíèå ìåæäó àâòîìîáè-
ëÿìè (ïåðåäíèìè áàìïåðàìè) ðàâíî l1 = 27 ì. Êàêèì ñòàíåò ðàññòîÿíèå ìåæäó àâòîìîáèëÿìè,
åñëè êîëîííà âúåäåò íà ó÷àñòîê äîðîãè, ãäå ñêîðîñòü V2 = 50 êì/÷?

Ðåøåíèå. Â ìîìåíò, êîãäà ïåðâàÿ ìàøèíà âúåçæàåò íà ó÷àñòîê äîðîãè, íà êîòîðîì ñêîðîñòü

äâèæåíèÿ ðàâíà V2, ñëåäóþùàÿ çà íåé íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè l1. Çà âðåìÿ t =
l1
V1
, êîòîðîå

ñëåäóþùàÿ ìàøèíà òðàòèò íà òî, ÷òîáû äîåõàòü äî ó÷àñòêà äîðîãè, ñêîðîñòü íà êîòîðîì ðàâíà

V2, ïåðâàÿ ìàøèíà ïðîåäåò ðàññòîÿíèå l2 = V2t = l1
V2
V1

= 15 ì, à ýòî è åñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó àâòîìîáèëÿìè.

Ô8.4 Êóñîê äåðåâà îáúåìîì V = 20 ñì3 âñïëûâàåò ñ ãëóáèíû H = 0,5 ì è ïðèîáðåòàåò ó
ïîâåðõíîñòè âîäû ñêîðîñòü u = 1 ì/ñ. Íàéòè ðàáîòó (ïî ìîäóëþ) ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ íàä
êóñêîì äåðåâà. Ïëîòíîñòü äåðåâà ρ = 800 êã/ì3.

Ðåøåíèå. Ñóììà ðàáîò ñèëû Àðõèìåäà, ñèëû òÿæåñòè è ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ðàâíà èçìåíåíèþ

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè: ρâV gH − ρV gH − A =
1

2
ρV u2. Çäåñü ρâ � ïëîòíîñòü âîäû. Îòñþäà

A = V

[
(ρâ − ρ)gH − 1

2
ρu2

]
≈ 12 ìÄæ.

Ô8.5 Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü ìàññîé m ïîäâåøåí ãîðèçîí-
òàëüíî íà äâóõ âåðòèêàëüíûõ íèòÿõ (ñì. ðèñ.). Â òî÷êå
D ïîäâåøåí ãðóç ìàññîé 2m. Èçâåñòíî, ÷òî AB = 4DB.
Íàéòè ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòåé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà O íàõîäèòñÿ â ñåðåäèíå ñòåðæíÿ AB. Çàïèøåì îòíîñèòåëüíî íå¼ ïðàâèëî
ìîìåíòîâ: TA · AO = TB · OB − 2mg · OD. Èç óñëîâèÿ 2OD = AO ïîëó÷àåì TA = TB −mg. À
èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñòåðæåíü TA + TB = 2mg + mg. Ïîäñòàâëÿÿ
âûðàæåíèå äëÿ TA â óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ, ïîëó÷àåì îòâåò: TA = mg, TB = 2mg.

Ô8.6 Â ýëåêòðî÷àéíèêå âîäà íàãðåëàñü îò t1 = 15◦C äî t2 = 40◦C çà âðåìÿ T1 = 1 ìèí. Çàòåì
èç ÷àéíèêà îòëèëè 1/3 îáúåìà âîäû è ñíîâà âêëþ÷èëè ÷àéíèê. ×åðåç êàêîå âðåìÿ T2 ïîñëå
ïîâòîðíîãî âêëþ÷åíèÿ âîäà çàêèïèò? Òåïëîâûìè ïîòåðÿìè â îêðóæàþùóþ ñðåäó ïðåíåáðå÷ü.



Ðåøåíèå. Ïóñòü m � íà÷àëüíàÿ ìàññà âîäû, c � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû, P � ìîùíîñòü

÷àéíèêà. Òîãäà èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè mc(t2 − t1) = PT1,
2

3
mc(t100 − t2) = PT2. Îòñþäà

T2 =
2

3

t100 − t2
t2 − t1

T1 = 1,6 ìèí.



Âûåçäíàÿ îëèìïèàäà ïî ôèçèêå 9 êëàññ

Ô9.1 Äâà ñòàëüíûõ øàðèêà áðîøåíû ñ áàëêîíà îäíîâðåìåííî ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè: îäèí
âåðòèêàëüíî ââåðõ, äðóãîé � âåðòèêàëüíî âíèç. Îíè óïàëè íà ïîâåðõíîñòü Çåìëè ñ èíòåðâàëîì
τ = 1 c. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ áûëè áðîøåíû øàðèêè? Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàòü.

Ðåøåíèå. Èíòåðâàë τ ðàâåí óäâîåííîìó âðåìåíè ïîäúåìà áðîøåííîãî ââåðõ øàðèêà äî âåðõíåé

òî÷êè. Ïîýòîìó V0 = g
τ

2
≈ 5 ì/ñ.

Ô9.2 Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè äîñêè íàõîäèòñÿ áðóñîê ìàññîé m. Äîñêà ìàññîé 3m
íàõîäèòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñòîëà. Ê áðóñêó ïðèêëàäûâàþò ãîðèçîíòàëüíóþ ñèëó.
Â ðåçóëüòàòå äîñêà äâèæåòñÿ ïî ñòîëó, à áðóñîê ïî äîñêå. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó áðóñêîì
è äîñêîé µ1 = 0,5, à ìåæäó äîñêîé è ñòîëîì µ2 = 0,1. Ñ êàêèì óñêîðåíèåì äâèæåòñÿ äîñêà?

Ðåøåíèå. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ äîñêè: 3ma = Fòð1 − Fòð1 = µ1mg− µ2(m+ 3m)g

(çäåñü ó÷òåíî, ÷òî Fòð = µMg). Âûðàæàåì èñêîìîå óñêîðåíèå: a = g
(µ1 − 4µ2)

3
= 0,3 ì/ñ2.

Ô9.3 Â êàëîðèìåòð ñ âîäîé ïðè 0◦C áðîñèëè êóñîê ëüäà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ óñòàíîâè-
ëîñü ðàâíîâåñèå ïðè 0◦C, è ìàññà ëüäà óâåëè÷èëàñü íà 4,2%. Íàéòè íà÷àëüíóþ òåìïåðàòó-
ðó ëüäà. Óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà λ = 330 êÄæ/êã. Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ëüäà
c = 2100 Äæ/(êã·Ê).

Ðåøåíèå. Èç óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà ìîæåì çàïèñàòü 0,042mλ = mc(0− t), îòêóäà ñðàçó
æå ïîëó÷àåì t = −0,042

λ

c
= −6,6◦C.

Ô9.4 Êóñîê ïðîâîëîêè ñîïðîòèâëåíèåì R = 25 Îì ñîãíóëè â êîëüöî, à êîíöû ñïàÿëè. Ê òî÷êàì
A è B êîëüöà ïîäñîåäèíèëè ïðîâîäà. Ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B îêàçàëîñü r = 4 Îì.
Â êàêîì îòíîøåíèè òî÷êè A è B äåëÿò äëèíó êîëüöà?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîïðîòèâëåíèÿ ÷àñòåé ðàâíû R1 è R2. Îáîçíà÷èì èñêîìîå èõ îòíîøåíèå
R1

R2

=

α. Òîãäà R1 +R2 = R, à r =
R1R2

R1 +R2

, îòêóäà
R

r
=

(α + 1)2

α
, è ïîýòîìó α = 4.

Ô9.5 Íàéòè ïîêàçàíèå èäåàëüíîãî àìïåðìåòðà â öåïè, ñõåìà êîòîðîé
ïîêàçàíà íà ðèñóíêå.
U = 12 Â, R = 4 Îì.

Ðåøåíèå. Åñëè çàêîðîòèòü àìïåðìåòð, òî ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ

ñõåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ òîêîâ ÷åðåç ðåçèñòîðû. IR =
9

25

U

R
, I2R =

8

25

U

R
.

Òîê ÷åðåç àìïåðìåòð I = IR − I2R =
1

25

U

R
= 0,12 À.

Ô9.6 Ñêðåïêó äâèãàþò ñî ñêîðîñòüþ V = 10 ñì/ñ ê ïëîñêîìó çåðêàëó ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñ-
êîñòè çåðêàëà. Çåðêàëî äâèãàþò â òîì æå íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ V/5. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ
V1 (îòíîñèòåëüíî êîìíàòû) è â êàêîì íàïðàâëåíèè äâèæåòñÿ èçîáðàæåíèå ñêðåïêè â çåðêàëå?

Ðåøåíèå. V1 = V − 2 · V
5

=
3

5
V = 6 ñì/ñ, â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì äâèæåíèþ ñêðåïêè.



Âûåçäíàÿ îëèìïèàäà ïî ôèçèêå 10 êëàññ

Ô10.1 Â âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííîì öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå íàõîäèòñÿ èäåàëüíûé ãàç ìàññîé
m ñ ìîëÿðíîé ìàññîé µ. Ãàç îòäåëåí îò àòìîñôåðû ìàññèâíûì ïîðøíåì, ïîäâåøåííûì íà
ïðóæèíå æåñòêîñòè k. Ïðè òåìïåðàòóðå T1 ïîðøåíü ðàñïîëîæåí íà ðàññòîÿíèè h îò äíà ñîñóäà,
ïðóæèíà ñæàòà. Äî êàêîé òåìïåðàòóðû íàäî íàãðåòü ãàç, ÷òîáû ïîðøåíü îêàçàëñÿ íà âûñîòå
H îò äíà ñîñóäà?

Ðåøåíèå. Ïóñòü àòìîñôåðíîå äàâëåíèå ðàâíî P0, ìàññà ïîðøíÿ M , åãî ïëîùàäü S. Òîãäà äëÿ
ïåðâîãî ñîñòîÿíèÿ (

P0 +
Mg

S
+
kx

S

)
hS =

m

µ
RT1,

à äëÿ âòîðîãî ñîñòîÿíèÿ (
P0 +

Mg

S
+
k(x+H − h)

S

)
HS =

m

µ
RT2.

Çäåñü x � íà÷àëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ïðóæèíû. Îòñþäà T2 = T1
H

h
+
µkH(H − h)

mR
.

Ô10.2 Íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ëåæèò áðóñîê
ìàññû M = 3 êã, íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ äðóãîé áðóñîê
ìàññû m = 1 êã. Îáà áðóñêà ñîåäèíåíû ëåãêîé íèòüþ,
ïåðåêèíóòîé ÷åðåç íåâåñîìûé áëîê (ñì. ðèñ.). Êàêóþ
ñèëó íóæíî ïðèëîæèòü ê íèæíåìó áðóñêó, ÷òîáû îí

íà÷àë äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì a = g/5? Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó áðóñêàìè
µ = 0,3.

Ðåøåíèå. Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ íèæíåãî ãðóçà â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëüíîå íà-
ïðàâëåíèå íàõîäèì Ma = F − Fòð − T . À èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ âåðõíåãî ãðóçà â
ïðîåêöèè íà âåðòèêàëü è ãîðèçîíòàëü ìîæåì çàïèñàòü N − mg = 0 è ma = T − Fòð. Îòñþäà
Fòð = µN = µmg è T = ma+µmg. Ïîäñòàâëÿÿ ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè è ñèëó òðåíèÿ â óðàâíåíèÿ
äëÿ íèæíåãî ãðóçà, ïîëó÷àåì Ma = F − µmg −ma − µmg. Âûðàæàÿ èñêîìóþ ñèëó, ïîëó÷àåì
F = (M +m)a+ 2µmg = 16 Í.

Ô10.3 Îáúåì îáîëî÷êè âîçäóøíîãî øàðà ðàâåí V , ìàññà îáîëî÷êè m. Øàð íàïîëíåí ãîðÿ÷èì
âîçäóõîì ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè P . Êàêóþ òåìïåðàòóðó äîëæåí èìåòü âîçäóõ âíóòðè îáî-
ëî÷êè, ÷òîáû øàð íà÷àë ïîäíèìàòüñÿ? Òåìïåðàòóðà âîçäóõà âíå îáîëî÷êè ðàâíà T0. Ìîëÿðíàÿ
ìàññà âîçäóõà µ.

Ðåøåíèå. Óñëîâèå ïëàâàíèÿ òåëà: (Mãàç +m)g = ρ0gV ⇔ ρ0V = (ρV +m)⇔ (ρ0 − ρ)V = m, ãäå
ρ0 � ïëîòíîñòü âîçäóõà ñíàðóæè, à ρ � ïëîòíîñòü ãàçà âíóòðè.
Èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà äëÿ âîçäóõà ñíàðóæè è âíóòðè ìîæåì çàïèñàòü P =
ρ0
µ
RT0 =

ρ

µ
RT . Âûðàæàÿ ïëîòíîñòè ãàçîâ è ïîäñòàâëÿÿ â óñëîâèå ïëàâàíèÿ, ïîëó÷èì m =

µPV

R

(
1

T0
− 1

T

)
. Âûðàæàÿ òåìïåðàòóðó, ïîëó÷èì îòâåò T =

(
1

T0
− mR

µPV

)−1

=
T0

1− mRT0
PV µ

.



Ô10.4 Íà íåïîäâèæíîé îñè áåç òðåíèÿ ìîæåò âðàùàòüñÿ òÿæåëîå êîëåñî,
âñÿ ìàññà êîòîðîãî ñîñðåäîòî÷åíà â îáîäå. Ñ êîëåñîì ñâÿçàí ëåãêèé øêèâ
ðàäèóñà R, íà êîòîðûé íàìîòàíà íèòü (ñì. ðèñ.). Íà êîíöå íèòè âèñèò ãðóç
ìàññû m. Ðàäèóñ êîëåñà ðàâåí 4R, åãî ìàññà 3m. Êàêóþ ñêîðîñòü áóäåò
èìåòü ãðóç ïîñëå òîãî, êàê îí èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ îïóñòèòñÿ íà ðàññòîÿíèå
H?

Ðåøåíèå. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ω =
V

R
. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåð-

ãèè ìîæåì çàïèñàòü mgH =
1

2
mV 2 +

3m(ω · 4R)2

2
. Îòñþäà V =

√
2gH

7
.

Ô10.5 Ïóëÿ ìàññîé m ïîäëåòàåò ñî ñêîðîñòüþ V0 ê ïîêîÿùåìóñÿ íà ãëàäêîì ñòîëå áðóñêó
ìàññîé 100m è, ïðîáèâ åãî, âûëåòàåò ñî ñêîðîñòüþ V0/10. Îïðåäåëèòü, êàêàÿ ÷àñòü ïåðâîíà-
÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïóëè ïåðåøëà âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ïóëè è áðóñêà. Áðóñîê
ïîñëå âûëåòà ïóëè äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü P � íà÷àëüíûé èìïóëüñ ïóëè. Òîãäà èìïóëüñ áðóñêà
9

10
P . Ïî ÇÑÝ ìîæåì

çàïèñàòü
P 2

2m
= Q+

(P/10)2

2m
+

(9P/10)2

2 · 100m
. Íóæíî íàéòè îòíîøåíèå α = Q/

(
P 2

2m

)
èç óðàâíåíèÿ

1 = α +
1

100
+

81

10000
. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì α =

9819

10000
≈ 0,98.

Ô10.6 Â äîìå çàòîïèëè ïå÷ü, è òåìïåðàòóðà âîçäóõà ïîäíÿëàñü c t1 = 15◦C äî t2 = 24◦C. Êàêàÿ
÷àñòü ìàññû âîçäóõà óøëà ïðè ýòîì èç äîìà?

Ðåøåíèå. Äàâëåíèå îñòàëîñü àòìîñôåðíûì. Èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà íàõîäèì

ìàññû m1 =
PV µ

RT1
è m2 =

PV µ

RT2
. Íàõîäèì òîãäà α =

m1 −m2

m1

= 1− m2

m1

= 1− T1
T2

=
1

33
.

Ô10.7 Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè äîñêè íàõîäèòñÿ áðóñîê ìàññîé m. Äîñêà ìàññîé 2m
íàõîäèòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñòîëà. Ê áðóñêó ïðèêëàäûâàþò ãîðèçîíòàëüíóþ ñèëó.
Â ðåçóëüòàòå äîñêà äâèæåòñÿ ïî ñòîëó, à áðóñîê ïî äîñêå. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó áðóñêîì
è äîñêîé µ1 = 0,5, à ìåæäó äîñêîé è ñòîëîì µ2 = 0,1. Ñ êàêèì óñêîðåíèåì äâèæåòñÿ äîñêà?

Ðåøåíèå. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ äîñêè: 2ma = Fòð1 − Fòð1 = µ1mg− µ2(m+ 2m)g

(çäåñü ó÷òåíî, ÷òî Fòð = µMg). Îòñþäà âûðàæàåì óñêîðåíèå: a = g
(µ1 − 3µ2)

2
= 1 ì/ñ2.



Âûåçäíàÿ îëèìïèàäà ïî ôèçèêå 11 êëàññ

Ô11.1 Èäåàëüíûé ãàç ìàññîé m, íàõîäÿùèéñÿ ïðè òåìïåðàòóðå T , îõëàæäàåòñÿ èçîõîðè÷åñêè
òàê, ÷òî äàâëåíèå ïàäàåò â n ðàç. Çàòåì ãàç ðàñøèðÿåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè. Â êîíå÷-
íîì ñîñòîÿíèè åãî òåìïåðàòóðà ðàâíà ïåðâîíà÷àëüíîé. Îïðåäåëèòü ñîâåðøåííóþ ãàçîì ðàáîòó.
Ìîëåêóëÿðíàÿ ìàññà ãàçà µ.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñîñòîÿíèå äî èçîõîðíîãî íàãðåâàíèÿ 1, ïîñëå èçîõîðíîãî íàãðåâàíèÿ è äî
èçîáàðíîãî ðàñøèðåíèÿ 2, à ñîñòîÿíèå ïîñëå èçîáàðíîãî ðàñøèðåíèÿ 3. Òîãäà èñêîìàÿ ðàáîòà
A åñòü ðàáîòà A23 = P23(V3 − V2), ïîñêîëüêó â èçîõîðíîì ïðîöåññå ãàç ðàáîòû íå ñîâðåøàåò.

Ïî çàêîíó Ãåé-Ëþññàêà
V2
V3

=
T2
T3
, à ïî çàêîíó Øàðëÿ

P1

P2

=
T1
T2

= n, îòêóäà
V2
V3

=
1

n
, è òîãäà

V3 − V2 = V2(n− 1). Èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà ìîæåì çàïèñàòü V2 = V1 =
mRT

µP
,

îòêóäà A =
n− 1

n

m

µ
RT .

Ô11.2 Áðóñîê ìàññûm ïîä äåéñòâèåì óïðóãîé ïðóæèíû ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A0

íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå. Â òîò ìîìåíò, êîãäà áðóñîê ïðîõîäèò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ,
íà íåãî ñâåðõó ïàäàåò ïî âåðòèêàëè è ïðèëèïàåò ê íåìó êóñîê ïëàñòèëèíà ìàññû m/3. Íàéòè
íîâóþ àìïëèòóäó êîëåáàíèé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü k � æåñòêîñòü ïðóæèíû, V0 è V � ñêîðîñòè â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ äî è

ïîñëå ïàäåíèÿ ïëàñòèëèíà. Çàïèøåì ÇÑÝ è ÇÑÈ:
1

2
kA2

0 =
1

2
mV 2

0 , mV0 =
(
m+

m

3

)
V ,

1

2
kA2 =

1

2

(
m+

m

3

)
V 2. Îòñþäà A =

√
3

2
A0.

Ô11.3 Øàð ìàññîé m, äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ V , íàëåòàåò íà ïîêîÿùèéñÿ øàð è ïîñëå
óïðóãîãî óäàðà îòñêàêèâàåò îò íåãî ïîä óãëîì 90◦ ê ïåðâîíà÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ ñâîåãî
äâèæåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ V/3. Îïðåäåëèòü ìàññó âòîðîãî øàðà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü V2 � ñêîðîñòü âòîðîãî øàðà. Ïî ÇÑÈ è ÇÑÝ: (m2V2)
2 =

(
m
V

3

)2

+ (mV )2,

1

2
mV 2 =

1

2
m

(
V

3

)2

+
1

2
m2V

2
2 . Îòñþäà m2 =

5

4
m.

Ô11.4 Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C1 çàðÿæåí äî ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ
V0. Ê íåìó ÷åðåç èäåàëüíûå äèîä è êàòóøêó èíäóêòèâíîñòè ïîäêëþ-
÷àþò íåçàðÿæåííûé êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C2 (ñì. ðèñ.). Äî êàêîãî
íàïðÿæåíèÿ çàðÿäèòñÿ êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C1 ïîñëå çàìûêàíèÿ
êëþ÷à K?

Ðåøåíèå. Èç-çà äèîäà òîê ïðåêðàòèòñÿ, è íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðàõ ñòàíóò V1 è V2. Ñóììà
çàðÿäîâ íà íèæíèõ îáêëàäêàõ ñîõðàíèòñÿ: C1V1 + C2V2 = C1V0.

Ïî ÇÑÝ:
1

2
C1V

2
0 =

1

2
C1V

2
1 +

1

2
C2V

2
2 . Îòñþäà V1 =

C1 − C2

C1 + C2

V0.

Ô11.5 Â öåïè, ñõåìà êîòîðîé ïîêàçàíà íà ðèñóíêå, êëþ÷ çà-
ìêíóò, ðåæèì â öåïè óñòàíîâèëñÿ. Ïàðàìåòðû öåïè óêàçàíû
íà ñõåìå. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëèòñÿ â öåïè ïîñëå
ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à?

Ðåøåíèå. Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå òîê ÷åðåç êàòóøêó ïî-
ñòîÿíåí. Â ýòîì ñëó÷àå òîê ÷åðåç èñòî÷íèê ðàâåí IE =

=
E

2R +R/2
=

2E

5R
. Çíà÷èò, òîê ÷åðåç êàòóøêó â ýòîò ìîìåíò



ðàâåí IL =
E

5R
. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à âñÿ ýíåðãèÿ, çàïàñåííàÿ

â êàòóøêå, âûäåëèòñÿ â âèäå òåïëà íà ðåçèñòîðàõ, îòêóäà íàõîäèì èñêîìóþ âåëè÷èíó Q =
LI2

2
=
LE 2

50R
.

Ô11.6 Ñîñóä ñ âëàæíûì âîçäóõîì ïðè òåìïåðàòóðå T1 è îòíîñèòåëüíîé âëàæíîñòè 100% îõëà-
æäàþò äî òåìïåðàòóðû T2. Äàâëåíèÿ íàñûùåííîãî ïàðà âîäû ïðè òåìïåðàòóðàõ T1 è T2 ðàâíû
P1 è P2. Êàêàÿ ÷àñòü ìàññû ïàðà ñêîíäåíñèðîâàëàñü? Îáúåìîì îáðàçîâàâøåéñÿ âîäû ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ îáúåìîì ñîñóäà ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå. Èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà íàõîäèì m1 =
P1V µ

RT1
è m2 =

P2V µ

RT2
. Òîãäà

èñêîìîå îòíîøåíèå åñòü α =
m1 −m2

m1

= 1− m2

m1

= 1− P2T1
P1T2

.



Âûåçäíàÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà ÌÔÒÈ

2019-2020 ó÷. ãîäà

Ìàòåìàòèêà

Çàäàíèÿ, ðåøåíèÿ, êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

Âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäàíèé êàæäîãî êëàññà � 2 ÷àñà.

×åðíîâèêè íå ïðîâåðÿþòñÿ.

Êàæäàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìàòèêå îöåíèâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì áàëëîâ îò 0 äî 7.

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî áàëëîâ çà îëèìïèàäó 28.

Îáùèå ïðèíöèïû âûñòàâëåíèÿ îöåíêè ïî ìàòåìàòèêå:

- ïðàâèëüíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ;

- ðåøåíèå ñ íåäî÷åòàìè � 5�6 áàëëîâ;

- ðåøåíèå ñ ïðîïóùåííûìè âàæíûìè ñëó÷àÿìè, ëèáî ñ äîêàçàííûì îäíèì èç äâóõ (áîëåå
ñëîæíûì) óòâåðæäåíèé çàäà÷è � 4 áàëëà;

- ðàññìîòðåíèå îòäåëüíûõ âàæíûõ ñëó÷àåâ ïðè îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ � 1 áàëë;

- äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, ïîìîãàþùèõ â ðåøåíèè çàäà÷è � 2�3 áàë-
ëà.

Âî âñåõ çàäà÷àõ, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, òîëüêî âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé ñòîèò
0 áàëëîâ.

Â ïðèâåäåííûõ ïîñëå ðåøåíèé çàäà÷ êîììåíòàðèÿõ óêàçàíû áàëëû çà òèïè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ
â ðåøåíèè è îøèáêè. Áàëëû çà îòäåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ ñóììèðóþòñÿ, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî
îòäåëüíî.



Âûåçäíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå 8 êëàññ

Ì8.1-1 Êàêóþ íàèìåíüøóþ ñóììó ìîãóò èìåòü äåâÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
åñëè ýòà ñóììà îêàí÷èâàåòñÿ íà 1020304?

Îòâåò. 81020304.

Ðåøåíèå. Ñóììà S = (n − 4) + (n − 3) + . . . + (n + 3) + (n + 4) = 9n äåëèòñÿ íà 9. Òî åñòü
÷èñëî S = a1 . . . ak1020304 äåëèòñÿ íà 9. Èñïîëüçóÿ ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 9, ïîëó÷àåì, ÷òî
íàèìåíüøèì ïîäõîäÿùèì ÷èñëîì áóäåò 81020304.

Ì8.1-2 Êàêóþ íàèìåíüøóþ ñóììó ìîãóò èìåòü äåâÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
åñëè ýòà ñóììà îêàí÷èâàåòñÿ íà 8090102?

Îòâåò. 78090102.

Ðåøåíèå. Ñóììà S = (n − 4) + (n − 3) + . . . + (n + 3) + (n + 4) = 9n äåëèòñÿ íà 9. Òî åñòü
÷èñëî S = a1 . . . ak8090102 äåëèòñÿ íà 9. Èñïîëüçóÿ ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 9, ïîëó÷àåì, ÷òî
íàèìåíüøèì ïîäõîäÿùèì ÷èñëîì áóäåò 78090102.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 1 áàëë.

Ì8.2-1 Êîãäà èç ñåìèçíà÷íîãî ÷èñëà A âû÷ëè ñóììó âñåõ, êðîìå îäíîé, åãî öèôð, ïîëó÷èëè
÷èñëî 1234515. À êàêîå ÷èñëî ïîëó÷èòñÿ, åñëè èç A âû÷åñòü ñóììó âñåõ åãî öèôð, êðîìå ïåðâîé?

Îòâåò. 1234513.

Ðåøåíèå. Ñóììà öèôð ÷èñëà A íå ïðåâîñõîäèò 63. Ïîýòîìó ÷èñëî A èìååò âèä 12345ab. Ïîëó-
÷åíèå ÷èñëà 1234515 ìîæíî îïèñàòü òàê: èç ÷èñëà A âû÷ëè ñóììó S(A) âñåõ åãî öèôð, à ïîòîì
ê ðåçóëüòàòó ïðèáàâèëè îäíó èç öèôð x èñõîäíîãî ÷èñëà A. Òî åñòü 12345ab− (1 + 2 + 3 + 4 +
5 + a + b) + x = 1234515. Îòñþäà ab − (15 + a + b) + x = 15, 10a + b − (15 + a + b) + x = 15,
9a+x = 30. Ïîýòîìó íå âû÷èòàëè öèôðó x = 3. À åñëè íå âû÷èòàòü 1 (ïåðâóþ öèôðó ÷èñëà A)
âìåñòî 3, ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ íà 2 ìåíüøå, ÷åì ïðè âû÷èòàíèè 3.

Ì8.2-2 Êîãäà èç ñåìèçíà÷íîãî ÷èñëà A âû÷ëè ñóììó âñåõ, êðîìå îäíîé, åãî öèôð, ïîëó÷èëè
÷èñëî 5432115. À êàêîå ÷èñëî ïîëó÷èòñÿ, åñëè èç A âû÷åñòü ñóììó âñåõ åãî öèôð, êðîìå ïåðâîé?

Îòâåò. 5432117.

Ðåøåíèå. Ñóììà öèôð ÷èñëà A íå ïðåâîñõîäèò 63. Ïîýòîìó ÷èñëî A èìååò âèä 54321ab. Ïîëó-
÷åíèå ÷èñëà 5432115 ìîæíî îïèñàòü òàê: èç ÷èñëà A âû÷ëè ñóììó S(A) âñåõ åãî öèôð, à ïîòîì
ê ðåçóëüòàòó ïðèáàâèëè îäíó èç öèôð x èñõîäíîãî ÷èñëà A. Òî åñòü 54321ab− (1 + 2 + 3 + 4 +
5 + a + b) + x = 5432115. Îòñþäà ab − (15 + a + b) + x = 15, 10a + b − (15 + a + b) + x = 15,
9a+x = 30. Ïîýòîìó íå âû÷èòàëè öèôðó x = 3. À åñëè íå âû÷èòàòü 5 (ïåðâóþ öèôðó ÷èñëà A)
âìåñòî 3, ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ íà 2 áîëüøå, ÷åì ïðè âû÷èòàíèè 3.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 1 áàëë.
Âåðíûé îòâåò ïîëó÷åí íà ïðèìåðå � 3 áàëëà.

Ì8.3-1 Â êëàññå 30 ó÷åíèêîâ. Íà êîíòðîëüíîé ïî ìàòåìàòèêå íåêîòîðûå ó÷åíèêè êëàññà ïî-
ëó÷èëè 5, íåêîòîðûå � 4, íåêîòîðûå � 3, íåêîòîðûå � 2. Ñóììà ïîëó÷åííûõ îöåíîê îêàçàëàñü
ðàâíîé 130. À ÷åìó ðàâíÿëàñü áû ñóììà ïîëó÷åííûõ îöåíîê, åñëè áû âñå, ïîëó÷èâøèå 5, ïî-
ëó÷èëè áû 2, ïîëó÷èâøèå 4 � ïîëó÷èëè áû 3, ïîëó÷èâøèå 3 � ïîëó÷èëè áû 4, à ïîëó÷èâøèå
2 � ïîëó÷èëè áû 5?

Îòâåò. 80.

Ðåøåíèå. Êàæäûé èç ó÷åíèêîâ êëàññà çà äâå êîíòðîëüíûå (ñîñòîÿâøóþñÿ è ãèïîòåòè÷åñêóþ)
ïîëó÷èë áû ñóììó îöåíîê, ðàâíóþ 7. Çíà÷èò, äëÿ âñåõ 30 ó÷åíèêîâ êëàññà ñóììà îöåíîê áûëà
áû ðàâíà 210. È ñóììà ïîëó÷åííûõ îöåíîê çà âòîðóþ êîíòðîëüíóþ ðàâíÿëàñü áû 210−130 = 80.



Ì8.3-2 Â êëàññå 25 ó÷åíèêîâ. Íà êîíòðîëüíîé ïî ìàòåìàòèêå íåêîòîðûå ó÷åíèêè êëàññà ïî-
ëó÷èëè 5, íåêîòîðûå � 4, íåêîòîðûå � 3, íåêîòîðûå � 2. Ñóììà ïîëó÷åííûõ îöåíîê îêàçàëàñü
ðàâíîé 100. À ÷åìó ðàâíÿëàñü áû ñóììà ïîëó÷åííûõ îöåíîê, åñëè áû âñå, ïîëó÷èâøèå 5, ïî-
ëó÷èëè áû 2, ïîëó÷èâøèå 4 � ïîëó÷èëè áû 3, ïîëó÷èâøèå 3 � ïîëó÷èëè áû 4, à ïîëó÷èâøèå
2 � ïîëó÷èëè áû 5?

Îòâåò. 75.

Ðåøåíèå. Êàæäûé èç ó÷åíèêîâ êëàññà çà äâå êîíòðîëüíûå (ñîñòîÿâøóþñÿ è ãèïîòåòè÷åñêóþ)
ïîëó÷èë áû ñóììó îöåíîê, ðàâíóþ 7. Çíà÷èò, äëÿ âñåõ 25 ó÷åíèêîâ êëàññà ñóììà îöåíîê áûëà
áû ðàâíà 175. È ñóììà ïîëó÷åííûõ îöåíîê çà âòîðóþ êîíòðîëüíóþ ðàâíÿëàñü áû 175−100 = 75.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 1 áàëë.
Âåðíûé îòâåò ïîëó÷åí íà ïðèìåðå � 2 áàëëà.

Ì8.4-1 Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD ñòîðîíà BC â 3 ðàçà áîëüøå ñòîðîíû AB. Áèññåêòðèñû óã-
ëîâ ∠DAB è ∠ABC ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ CD â òî÷êàõM è N ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïåðèìåòð
ïàðàëëåëîãðàììà ABCD, åñëè MN = 10.

Îòâåò. 16.

Ðåøåíèå. Ïóñòü áèññåêòðèñà AM ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êå P , à áèññåêòðèñà BN ïåðåñå-
êàåò ñòîðîíó AD â òî÷êå R. Òîãäà, â ñèëó ïàðàëëåëüíîñòè, ∠BPA = ∠PAD = ∠PAB (AP �
áèññåêòðèñà). Çíà÷èò, BP = AB = x. Íî, ïî óñëîâèþ, BC = 3AB. Çíà÷èò, PC = 2x. Çàìåòèì,
÷òî è òðåóãîëüíèê PCM � ðàâíîáåäðåííûé: PC = CM , òàê êàê ∠MPC = ∠BPA = ∠PAD,
è ∠CMP = ∠PAB. Çíà÷èò, CM = CP = 2x. Àíàëîãè÷íî ND = 2x, ò. å. MN = 5x, x = 2.
Çíà÷èò, èñêîìûé ïåðèìåòð ðàâåí (x+ 3x) · 2 = 8x = 16.

Ì8.4-2 Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD ñòîðîíà BC â 4 ðàçà áîëüøå ñòîðîíû AB. Áèññåêòðèñû óã-
ëîâ ∠DAB è ∠ABC ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ CD â òî÷êàõM è N ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïåðèìåòð
ïàðàëëåëîãðàììà ABCD, åñëè MN = 21.

Îòâåò. 30.

Ðåøåíèå. Ïóñòü áèññåêòðèñà AM ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êå P , à áèññåêòðèñà BN ïåðåñå-
êàåò ñòîðîíó AD â òî÷êå R. Òîãäà, â ñèëó ïàðàëëåëüíîñòè, ∠BPA = ∠PAD = ∠PAB (AP �
áèññåêòðèñà). Çíà÷èò, BP = AB = x. Íî, ïî óñëîâèþ, BC = 4AB. Çíà÷èò, PC = 3x. Çàìåòèì,
÷òî è òðåóãîëüíèê PCM � ðàâíîáåäðåííûé: PC = CM , òàê êàê ∠MPC = ∠BPA = ∠PAD,
è ∠CMP = ∠PAB. Çíà÷èò, CM = PC = 3x. Àíàëîãè÷íî ND = 3x, ò. å. MN = 7x, x = 3.
Çíà÷èò, èñêîìûé ïåðèìåòð ðàâåí (x+ 4x) · 2 = 10x = 30.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî òðåóãîëüíèê ABP � ðàâíîáåäðåííûé � 2 áàëëà.
Äîêàçàíî, ÷òî òðåóãîëüíèê PCM (RND) � ðàâíîáåäðåííûé � 2 áàëëà.

Ì8.5-1 Â çàëå íàõîäÿòñÿ ëæåöû è ðûöàðè. Ëæåöû âñåãäà ëãóò, à ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó.
Êàæäûé óêàçàë íà îäíîãî èç ïðèñóòñòâóþùèõ è ñêàçàë: ¾Îí � ëæåö¿. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðî
êàæäîãî èç íàõîäÿùèõñÿ â çàëå êòî-òî òàêóþ ôðàçó ñêàçàë. Ìîãëî ëè â çàëå áûòü ðîâíî 135
÷åëîâåê?

Ì8.5-2 Â çàëå íàõîäÿòñÿ ëæåöû è ðûöàðè. Ëæåöû âñåãäà ëãóò, à ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó.
Êàæäûé óêàçàë íà îäíîãî èç ïðèñóòñòâóþùèõ è ñêàçàë: ¾Îí � ëæåö¿. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðî
êàæäîãî èç íàõîäÿùèõñÿ â çàëå êòî-òî òàêóþ ôðàçó ñêàçàë. Ìîãëî ëè â çàëå áûòü ðîâíî 75
÷åëîâåê?

Îòâåò. Íå ìîãëî.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàëå ìîã áûòü ðîâíî 2k + 1 ÷åëîâåê. Òàê êàê êàæäûé óêàçàë
íà îäíîãî èç ïðèñóòñòâóþùèõ, à íà êàæäîãî èç ïðèñóòñòâóþùèõ êòî-òî óêàçàë, òî íà êàæäîãî
óêàçàë ðîâíî îäèí èç ïðèñóòñòâóþùèõ. Çàìåòèì, ÷òî ðûöàðü ìîã óêàçàòü òîëüêî íà ëæåöà, à
ëæåö � òîëüêî íà ðûöàðÿ.



Ïîñìîòðèì òåïåðü íà êàêîãî-íèáóäü ðûöàðÿ A. Îí óêàçàë íà êàêîãî-òî ëæåöà. Òîò óêàçàë íà
êàêîãî-òî ðûöàðÿ. Ïðîäîëæàÿ ýòó ¾öåïî÷êó¿ ìû ïîëó÷èì, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî êàêîé-òî ëæåö
óêàæåò íà ðûöàðÿ A, òàê êàê íà äðóãèõ ëþäåé â öåïî÷êå óæå êòî-òî óêàçûâàåò. Ïîýòîìó âñå
ïðèñóòñòâóþùèå ðàçîáüþòñÿ íà çàìêíóòûå öåïî÷êè (öèêëû) ÷åòíîé äëèíû (âîçìîæíî, äëèíû
2). Íî 2k + 1 � íå÷åòíî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 0 áàëëîâ.
Çàìå÷åíî, ÷òî íà êàæäîãî óêàçàë ðîâíî îäèí èç ïðèñóòñòâóþùèõ � 2 áàëëà.
Çàìå÷åíî, ÷òî ðûöàðü ìîã óêàçàòü òîëüêî íà ëæåöà, à ëæåö � òîëüêî íà ðûöàðÿ � 1 áàëë.
Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî öåïî÷êà ïîëó÷èëàñü îäíà (à íå íåñêîëüêî) � íå áîëåå 5 áàëëîâ çà çàäà÷ó.

Ì8.6 Â øêîëå áûëè ïðîâåäåíû ñîðåâíîâàíèÿ ïî íàñòîëüíîìó òåííèñó, â êîòîðûõ ïðèíÿëè
ó÷àñòèå áîëåå òðåõ ó÷àùèõñÿ. Ïðè ýòîì ëþáûå äâîå âñòðå÷àëèñü ìåæäó ñîáîé íå áîëåå îäíîãî
ðàçà. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè øêîëüíèê A âûèãðàë ó øêîëüíèêà B, à øêîëüíèê B âûèãðàë ó
øêîëüíèêà C, òî C ïðîèãðàë âî âñåõ âñòðå÷àõ. Äîêàæèòå, ÷òî âñåõ ó÷àñòíèêîâ ñîðåâíîâàíèÿ
ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ãðóïïû òàê, ÷òî íèêàêèå äâà ó÷àñòíèêà èç îäíîé ãðóïïû íå âñòðå÷àëèñü
ìåæäó ñîáîé.

Ðåøåíèå. Îòíåñåì ê ïåðâîé ãðóïïå K øêîëüíèêîâ, îäåðæàâøèõ ïîáåäû âî âñåõ âñòðå÷àõ, êî
âòîðîé ãðóïïå M øêîëüíèêîâ, ïðîèãðàâøèõ âî âñåõ âñòðå÷àõ, ê òðåòüåé ãðóïïå L îñòàëüíûõ
øêîëüíèêîâ. Òîãäà øêîëüíèêè èç ãðóïïû K íå ìîãëè âñòðåòèòüñÿ ìåæäó ñîáîé (îíè íè ðàçó íå
ïðîèãðûâàëè). Òàê æå íå âñòðå÷àëèñü ìåæäó ñîáîé øêîëüíèêè èç ãðóïïû M . Ïîêàæåì, ÷òî íå
ìîãëè âñòðå÷àòüñÿ ìåæäó ñîáîé è øêîëüíèêè èç ãðóïïû L. Ïóñòü â íåé îêàçàëèñü øêîëüíèêè
B è C, âñòðå÷àâøèåñÿ ìåæäó ñîáîé, è, íàïðèìåð, B âûèãðàë ó C. Ïîñêîëüêó B íå âîøåë â
ãðóïïó K, òî ó íåãî åñòü ïîðàæåíèå îò êàêîãî-òî øêîëüíèêà A. Íî òîãäà, ñîãëàñíî óñëîâèþ, ó
øêîëüíèêà C òîëüêî ïîðàæåíèÿ, è îí íå ìîã îêàçàòüñÿ â ãðóïïå L.

Êîììåíòàðèé. Èãðîêè ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåíû ïî ãðóïïàì, íî íå äîêàçàíî, ÷òî ðàçáèåíèå
óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì çàäà÷è � 3 áàëëà.



Âûåçäíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå 9 êëàññ

Ì9.1-1 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ÷èñëî 4a2+4ab+4a+2b+1 ÿâëÿåòñÿ
ñîñòàâíûì.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 4a2 +4ab+4a+2b+1 = (4a2 +4a+1)+2b+4ab = (2a+1)2 +2b(2a+1) =
(2a + 1)(2a + 2b + 1). Òàê êàê ÷èñëà a è b íàòóðàëüíûå, êàæäàÿ èç ñêîáîê áîëüøå 1. Ïîýòîìó
÷èñëî � ñîñòàâíîå.

Çàìå÷àíèå. Äðóãîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, çàìåòèâ, ÷òî 4a2+4ab+4a+2b+1 = (2a+b+1)2−b2.
Ì9.1-2 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ÷èñëî a2 +2ab+4a+4b+4 ÿâëÿåòñÿ
ñîñòàâíûì.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî a2 + 2ab+ 4a+ 4b+ 4 = (a2 + 4a+ 4) + 4b+ 2ab = (a+ 2)2 + 2b(a+ 2) =
(a + 2)(a + 2b + 2). Òàê êàê ÷èñëà a è b íàòóðàëüíûå, êàæäàÿ èç ñêîáîê áîëüøå 1. Ïîýòîìó
÷èñëî � ñîñòàâíîå.

Çàìå÷àíèå. Äðóãîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, çàìåòèâ, ÷òî a2+2ab+4a+4b+4 = (a+b+2)2−b2.
Êîììåíòàðèé. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ïîëó÷åíî, íî íå ïðîâåðåíî, ÷òî îáà ìíîæèòåëÿ áîëü-
øå 1 � 5 áàëëîâ.

Ì9.2 Äîêàæèòå, ÷òî ñóììó êóáîâ ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ðàçëî-
æèòü â ïðîèçâåäåíèå òðåõ öåëûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1.

Ðåøåíèå. Ðàñêðûâ äàííóþ ñóììó (n − 2)3 + (n − 1)3 + n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 ïî ôîðìóëàì
ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ, ïîëó÷èì: 5n3 + 30n = 5n(n2 + 6). Êàæäûé èç òðåõ ïîëó÷èâøèõñÿ
ìíîæèòåëåé áîëüøå 1.

Êîììåíòàðèé. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ïîëó÷åíî, íî íå ïðîâåðåíî, ÷òî îáà ìíîæèòåëÿ áîëü-
øå 1 � 5 áàëëîâ.

Ì9.3-1 Êàæäîå èç 10 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë óìåíüøèëè íà 1, è ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ äåñÿòè ÷èñåë óìåíüøèëîñü â 3 ðàçà. Íàéäèòå íàèìåíüøåå èç èñõîäíûõ ÷èñåë.

Îòâåò. 6.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî 3n(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ 9) = (n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ 10),
îòêóäà 3n = n+ 10.

Ì9.3-2 Êàæäîå èç 12 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë óìåíüøèëè íà 1, è ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ äâåíàäöàòè ÷èñåë óìåíüøèëîñü â 4 ðàçà. Íàéäèòå íàèìåíüøåå èç èñõîäíûõ ÷èñåë.

Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî 4n(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ 11) = (n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ 12),
îòêóäà 4n = n+ 12.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 0 áàëëîâ.

Ì9.4-1 Çàäóìàëè 17 öåëûõ ÷èñåë. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà çàäóìàííûõ ÷èñåë ðàâíà 125. Ïîñëå
÷åãî êàæäîå ÷èñëî èçìåíèëè: ëèáî ðàçäåëèëè åãî íà 3, ëèáî óìíîæèëè åãî íà 5. Ìîãëà ëè ñóììà
ïîëó÷åííûõ 17 ÷èñåë ðàâíÿòüñÿ 175?

Îòâåò. Íå ìîãëà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà ìîãëà ñòàòü ðàâíîé 175. Óìíîæèì êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ
÷èñåë íà 3 (òîãäà ñóììà ñòàíåò ðàâíîé 525). Ýòî áóäåò ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íåêîòîðûå çàäó-
ìàííûå ÷èñëà îñòàëèñü áåç èçìåíåíèé, à íåêîòîðûå óìíîæèëèñü íà 15. Åñëè ÷èñëî x óìíîæàåòñÿ
íà 15, òî ñóììà èçìåíÿåòñÿ íà 14x, òî åñòü íà ÷èñëî, êðàòíîå 14. Òàê êàê ÷àñòü ÷èñåë íå ìåíÿ-
ëàñü, à ÷àñòü óìíîæàëàñü íà 15, òî èòîãîâàÿ ñóììà èçìåíèëàñü íà ÷èñëî, êðàòíîå 14. Îäíàêî
èçìåíåíèå ñóììû, ðàâíîå 525− 125 = 400, íà 14 íå äåëèòñÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.



Ì9.4-2 Çàäóìàëè 25 öåëûõ ÷èñåë. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà çàäóìàííûõ ÷èñåë ðàâíà 150. Ïîñëå
÷åãî êàæäîå ÷èñëî èçìåíèëè: ëèáî ðàçäåëèëè åãî íà 5, ëèáî óìíîæèëè åãî íà 3. Ìîãëà ëè ñóììà
ïîëó÷åííûõ 25 ÷èñåë ðàâíÿòüñÿ 200?

Îòâåò. Íå ìîãëà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà ìîãëà ñòàòü ðàâíîé 200. Óìíîæèì êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ
÷èñåë íà 5 (òîãäà ñóììà ñòàíåò ðàâíîé 1000). Ýòî áóäåò ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íåêîòîðûå çàäó-
ìàííûå ÷èñëà îñòàëèñü áåç èçìåíåíèé, à íåêîòîðûå óìíîæèëèñü íà 15. Åñëè ÷èñëî x óìíîæàåòñÿ
íà 15, òî ñóììà èçìåíÿåòñÿ íà 14x, òî åñòü íà ÷èñëî, êðàòíîå 14. Òàê êàê ÷àñòü ÷èñåë íå ìåíÿ-
ëàñü, à ÷àñòü óìíîæàëàñü íà 15, òî èòîãîâàÿ ñóììà èçìåíèëàñü íà ÷èñëî, êðàòíîå 14. Îäíàêî
èçìåíåíèå ñóììû, ðàâíîå 1000− 150 = 850, íà 14 íå äåëèòñÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 0 áàëëîâ.
Â ðåøåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ (èëè íåÿâíî èñïîëüçóåòñÿ), ÷òî ïîñëå èçìåíåíèÿ âñå ÷èñëà òàêæå
öåëûå � íå áîëåå 2 áàëëîâ çà çàäà÷ó.

Ì9.5-1 Îêðóæíîñòü, äèàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ áîêîâàÿ ñòîðîíà AB ïðÿìîóãîëüíîé òðàïå-
öèè ABCD (∠A = 90◦), êàñàåòñÿ áîêîâîé ñòîðîíû CD â òî÷êå K. Äèàãîíàëè òðàïåöèè ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå L. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KL, åñëè äëèíû îñíîâàíèé òðàïåöèè ðàâíû 3 è
5.

Îòâåò. LK =
15

8
= 1,875.

Ðåøåíèå. Ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè CK = CB = 3, DK = DA = 5, îòêóäà
CK : KD = 3 : 5. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ CLB è ALD, CL : LA =
BC : DA = 3 : 5. Çíà÷èò, LK ‖ AD. Äàëåå èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ DLK è DBC ñëåäóåò

LK : BC = DK : DC = 5 : (3 + 5). Îòñþäà LK =
5 · 3
3 + 5

=
15

8
= 1,875.

Ì9.5-2 Îêðóæíîñòü, äèàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ áîêîâàÿ ñòîðîíà AB ïðÿìîóãîëüíîé òðàïå-
öèè ABCD (∠A = 90◦), êàñàåòñÿ áîêîâîé ñòîðîíû CD â òî÷êå K. Äèàãîíàëè òðàïåöèè ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå L. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KL, åñëè äëèíû îñíîâàíèé òðàïåöèè ðàâíû 3 è
7.

Îòâåò. LK =
21

10
= 2,1.

Ðåøåíèå. Ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè CK = CB = 3, DK = DA = 7, îòêóäà
CK : KD = 3 : 7. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ CLB è ALD, CL : LA =
BC : DA = 3 : 7. Çíà÷èò, LK ‖ AD. Äàëåå èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ DLK è DBC ñëåäóåò

LK : BC = DK : DC = 7 : (3 + 7). Îòñþäà LK =
7 · 3
3 + 7

=
21

10
= 2,1.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 0 áàëëîâ.
Äîêàçàíî, ÷òî LK ‖ AD � 3 áàëëà.

Ì9.6 Â êëåòêàõ äîñêè 7× 7 ñòîÿò ëæåöû è ðûöàðè (â êàæäîé êëåòêå � ïî îäíîìó ÷åëîâåêó).
Ëæåöû âñåãäà ëãóò, à ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó. Êàæäûé ñêàçàë: ¾Â ñîñåäíèõ ñî ìíîé
êëåòêàõ íåò ðûöàðåé¿. Êëåòêè ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè ó íèõ åñòü õîòÿ áû îäíà îáùàÿ
âåðøèíà. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðûöàðåé ìîãëî ñòîÿòü íà äîñêå?

Îòâåò. 9.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî â îäíîé èç ñîñåäíèõ êëåòîê ñ ëþáûì ëæåöîì äîëæåí ñòîÿòü
ðûöàðü, à âñå ñîñåäè ðûöàðÿ äîëæíû áûòü ëæåöàìè.
Ðàññìîòðèì 9 êëåòîê, îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå. Çàìåòèì, ÷òî ëèáî â îòìå÷åííîé êëåòêå ñòîèò
ðûöàðü, ëèáî (åñëè â íåé ñòîèò ëæåö) õîòÿ áû â îäíîé ñîñåäíåé ê íåé ñòîèò ðûöàðü. Ïðè ýòîì
íè ó êàêîé ïàðû îòìå÷åííûõ êëåòîê íåò îáùèõ ñîñåäåé. Ïîýòîìó ðûöàðåé äîëæíî áûòü íå
ìåíüøå 9.



Åñëè æå ðûöàðè áóäóò ñòîÿòü â îòìå÷åííûõ êëåòêàõ, à â îñòàëüíûõ áóäóò ñòîÿòü ëæåöû, òî
óñëîâèå çàäà÷è áóäåò âûïîëíåíî.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ðûöàðåé íå ìåíüøå 9 � 4 áàëëà.
Ïðèâåäåí ïðèìåð ðàññòàíîâêè ñ 9 ðûöàðÿìè � 2 áàëëà.



Âûåçäíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå 10 êëàññ

Ì10.1-1 Íàéäèòå îòíîøåíèå
b2

ac
åñëè èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0

â 4 ðàçà áîëüøå äðóãîãî (ac 6= 0).

Îòâåò.
25

4
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü óðàâíåíèå èìååò êîðíè x1, x2 (x1 = 4x2). Òîãäà èç òåîðåìû Âèåòà ïîëó÷àåì:

x1 + x2 = 5x2 = − b
a
, x1x2 = 4x22 =

c

a
. Îòñþäà x2 = − b

5a
, è 4x22 =

c

a
= 4

(
− b

5a

)2

=
4b2

25a2
, òî åñòü

c

a
=

4b2

25a2
. Çíà÷èò, c =

4b2

25a
. Ïîýòîìó

b2

ac
=

25

4
.

Ì10.1-2 Íàéäèòå îòíîøåíèå
b2

ac
åñëè èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0

â 5 ðàç áîëüøå äðóãîãî (ac 6= 0).

Îòâåò.
36

5
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü óðàâíåíèå èìååò êîðíè x1, x2 (x1 = 5x2). Òîãäà èç òåîðåìû Âèåòà ïîëó÷àåì:

x1 + x2 = 6x2 = − b
a
, x1x2 = 5x2 =

c

a
. Îòñþäà x2 = − b

6a
, è 5x22 =

c

a
= 5

(
− b

6a

)2

=
5b2

36a2
, òî åñòü

c

a
=

5b2

36a2
. Çíà÷èò, c =

5b2

36a
. Ïîýòîìó

b2

ac
=

36

5
.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 1 áàëë.
Âåðíûé îòâåò ïîëó÷åí ðàññìîòðåíèåì ïðèìåðà � 1 áàëë.

Ì10.2-1 Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî ÷èñëî n · 1000 · 1002 · 1004 + 4
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå n ìîæíî âçÿòü ÷èñëî 1002. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå m = 1002,
ïîëó÷àåì, ÷òî n · 1000 · 1002 · 1004 + 4 = nm(m2 − 4) + 4. È åñëè âçÿòü n = m, òî ïîëó÷èì
m2(m2 − 4) + 4 = (m2 − 2)2.

Ì10.2-2 Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî ÷èñëî n · 3000 · 3002 · 3004 + 4
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå n ìîæíî âçÿòü ÷èñëî 3002. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå m = 3002,
ïîëó÷àåì, ÷òî n · 3000 · 3002 · 3004 + 4 = nm(m2 − 4) + 4. È åñëè âçÿòü n = m, òî ïîëó÷èì
m2(m2 − 4) + 4 = (m2 − 2)2.

Êîììåíòàðèé. ×èñëî n âûáðàíî âåðíî, íî íå îáîñíîâàíî, ÷òî îíî ïîäõîäèò � 2 áàëëà.

Ì10.3 Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
1

a2
− 1

b
=

1

20
â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò. a = 2, b = 5 è a = 4, b = 80.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî
1

a2
>

1

20
, ïîýòîìó a2 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî 1, 4, 9 èëè 16. Äëÿ a2 = 4

ïîëó÷àåì b = 5, äëÿ a2 = 16 ïîëó÷àåì b = 80, à äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Êîììåíòàðèé. Ïîëó÷åíà îöåíêà íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà a � 2 áàëëà.
Ïîòåðÿíî îäíî èç ðåøåíèé � íå áîëåå 4 áàëëîâ çà çàäà÷ó.
Óãàäàí òîëüêî îäèí îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 1 áàëë.
Óãàäàíû îáà îòâåòà áåç îáîñíîâàíèé � 2 áàëëà.



Ì10.4 Ïî êîëüöåâîé òðàññå îäíîâðåìåííî èç îäíîé òî÷êè â îäíîì íàïðàâëåíèè ñòàðòîâàëè òðè
âåëîñèïåäèñòà. Ïåðâûé èç íèõ ïðîåçæàåò âñþ òðàññó çà 5 ìèíóò, âòîðîé � çà 7 ìèíóò, òðåòèé �
çà 9 ìèíóò. ×åðåç êàêîå íàèìåíüøåå âðåìÿ âñå âåëîñèïåäèñòû âíîâü îêàæóòñÿ â îäíîé òî÷êå
òðàññû? Ñêîðîñòè âñåõ âåëîñèïåäèñòîâ ïîñòîÿííû.

Îòâåò. 157,5 ìèíóò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü S � äëèíà òðàññû, òîãäà ñêîðîñòü ïåðâîãî âåëîñèïåäèñòà ðàâíà S/5, âòîðî-
ãî � S/7, òðåòüåãî � S/9. Ïîýòîìó âðåìÿ T äî âñòðå÷è âñåõ âåëîñèïåäèñòîâ îïðåäåëÿåòñÿ

ðàâåíñòâàìè T

(
S

5
− S

7

)
= nS, T

(
S

7
− S

9

)
= mS, ãäå n, m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îòñþäà

n

m
=

9

5
. Íàèìåíüøåå ïîäõîäÿùåå n ðàâíî 9. Çíà÷èò, T

(
1

5
− 1

7

)
= 9. Òîãäà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ

åñòü T = 9 · 7 · 5
7− 5

= 157,5 ìèíóò.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 2 áàëëà.
Äîêàçàíî, ÷òî îäíà èç âñòðå÷ ïðîèçîéäåò ÷åðåç 157,5 · 2 = 315 ìèíóò � 0 áàëëîâ.

Çàìå÷àíèå. Ïåðâàÿ âñòðå÷à âåëîñèïåäèñòîâ ïðîèçîéäåò íå â ñòàðòîâîé òî÷êå.

Ì10.5 Â òðåóãîëüíèêå ABC, â êîòîðîì AB > AC, ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AL. Íà ñòîðîíå
AB âûáðàíà òî÷êà K òàê, ÷òî AK = AC. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà ALB. Äîêàæèòå, ÷òî óãëû KCB è ABO ðàâíû.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Âïèñàííûé óãîë BAL â äâà ðàçà ìåíüøå öåíòðàëüíîãî óãëà BOL, çíà÷èò,
∠BOL = 2∠BAL = ∠KAC (ñì. ðèñ.). Çíà÷èò, óãëû KAC è BOL � ðàâíûå óãëû ïðè âåðøè-
íàõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ KAC è BOL, ïîýòîìó ∠AKC = ∠OBC. Íî óãîë AKC �
âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà KBC, ïîýòîìó ∠AKC = ∠ABC + ∠KCB, â ÷àñòíîñòè ∠OBC =
∠AKC > ∠ABC, ïîýòîìó òî÷êà O ëåæèò ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò AB, íåæåëè C. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ∠OBC = ∠ABC + ∠ABO, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Âòîðîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì óãëû òðåóãîëüíèêà ∠BAC = 2α, ∠ABC = 2β, ∠ACB = 2γ;
ïî óñëîâèþ, β < γ. Òîãäà ∠ALB = ∠ACL + ∠LAC = α + 2γ > 90◦, ïîýòîìó O ëåæèò ïî
äðóãóþ ñòîðîíó îò AB, íåæåëè L, è ∠OBA = ∠OAB = (180◦ − ∠AOB) /2 = ∠ALB − 90◦ =
(α+ 2γ)− (α+ β + γ) = γ − β. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå AKC èìååì
∠ACK = ∠AKC = (180◦ − ∠KAC) /2 = 90◦ − α = β + γ, îòêóäà ∠KCB = ∠ACB − ∠ACK =
2γ − (β + γ) = γ − β = ∠OBA, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ∠BOL = ∠KAC � 2 áàëëà.



Çàìå÷åíî, ÷òî òðåóãîëüíèêèKAC è BOL ðàâíîáåäðåííûå, è äîêàçàíî, ÷òî ∠AKC = ∠OBC � 1
áàëë.
Èñïîëüçóåòñÿ, íî íå äîêàçàíî, ÷òî O ëåæèò ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò AB, íåæåëè C � ñíÿòü 1
áàëë.

Ì10.6-1 Èçâåñòíî, ÷òî 2x+ 3 > y2 + z2. Äîêàæèòå, ÷òî x+ y + z > −2,5.

Ðåøåíèå. Äîáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì äàííîãî íåðàâåíñòâà 2y + 2z. Ïîëó÷èì:

2(x+ y + z) + 3 > y2 + 2y + z2 + 2z = (y + 1)2 + (z + 1)2 − 2.

Ïîýòîìó
2(x+ y + z) > (y + 1)2 + (z + 1)2 − 5 ≥ −5,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ì10.6-2 Èçâåñòíî, ÷òî 4x+ 2 > y2 + z2. Äîêàæèòå, ÷òî x+ y + z > −2,5.

Ðåøåíèå. Äîáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì äàííîãî íåðàâåíñòâà 4y + 4z. Ïîëó÷èì:

4(x+ y + z) + 2 > y2 + 4y + z2 + 4z = (y + 2)2 + (z + 2)2 − 8.

Ïîýòîìó
4(x+ y + z) > (y + 2)2 + (z + 2)2 − 10 ≥ −10,

÷òî è òðåáîâàëîñü.



Âûåçäíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå 11 êëàññ

Ì11.1-1 Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êè: 10 � íà ñòîðîíå AB, 11 � íà ñòîðîíå
BC, 12 � íà ñòîðîíå AC. Ïðè ýòîì íè îäíà èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà ABC íå îòìå÷åíà. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ?

Îòâåò. 4951.

Ðåøåíèå. Òðè òî÷êè èç 33 äàííûõ ìîæíî âûáðàòü C3
33 = 5456 ñïîñîáàìè. Ïðè ýòîì òðåóãîëüíèê

îáðàçóåòñÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, êîãäà âñå òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ñòîðîíå
òðåóãîëüíèêà.
Èòàê, íå ïîäõîäÿò C3

12+C3
11+C3

10 = 220+165+120 = 505 ñïîñîáîâ. Çíà÷èò, âñåãî åñòü 5456−505 =
4951 òðåóãîëüíèê.

Ì11.1-2 Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êè: 12 � íà ñòîðîíå AB, 9 � íà ñòîðîíå
BC, 10 � íà ñòîðîíå AC. Ïðè ýòîì íè îäíà èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà ABC íå îòìå÷åíà. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ?

Îòâåò. 4071.

Ðåøåíèå. Òðè òî÷êè èç 31 äàííîé ìîæíî âûáðàòü C3
31 = 4495 ñïîñîáàìè. Ïðè ýòîì òðåóãîëüíèê

îáðàçóåòñÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, êîãäà âñå òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ñòîðîíå
òðåóãîëüíèêà.
Èòàê, íå ïîäõîäÿò C3

12 +C3
9 +C3

10 = 220+84+120 = 424 ñïîñîáà. Çíà÷èò, âñåãî åñòü 4495−424 =
4071 òðåóãîëüíèê.

Êîììåíòàðèé. Íåàðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà ïðè ïîäñ÷åòå (ó÷òåíû íå âñå ñëó÷àè, äâîéíîé ïîä-
ñ÷åò, íåâåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà) � íå áîëåå 2 áàëëîâ çà çàäà÷ó.

Ì11.2 Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
1

a3
− 1

b
=

1

72
â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò. a = 2, b = 9 è a = 4, b = 576.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî
1

a3
>

1

72
, ïîýòîìó a3 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî 1, 8, 27 èëè 64. Äëÿ a3 = 8

ïîëó÷àåì b = 9, äëÿ a3 = 64 ïîëó÷àåì b = 576, à äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Êîììåíòàðèé. Ïîëó÷åíà îöåíêà íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà a � 2 áàëëà.
Ïîòåðÿíî îäíî èç ðåøåíèé � íå áîëåå 4 áàëëîâ çà çàäà÷ó.
Óãàäàí òîëüêî îäèí îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 1 áàëë.
Óãàäàíû îáà îòâåòà áåç îáîñíîâàíèé � 2 áàëëà.

Ì11.3 ×èñëà a, b, c, d, ãäå 0 < a < c òàêîâû, ÷òî êàæäîå èç óðàâíåíèé x2 + ax + b = 0 è
x2 + cx + d = 0 èìååò ðîâíî ïî îäíîìó ðåøåíèþ. Ñêîëüêî ðåøåíèé ìîæåò èìåòü óðàâíåíèå
x2 + (c− a)x+ (d− b) = 0?

Îòâåò. Íåò ðåøåíèé.

Ðåøåíèå. Ïðèðàâíÿâ ê íóëþ äèñêðèìèíàíòû ïåðâûõ äâóõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì:
a2 = 4b, c2 = 4d. Òîãäà äèñêðèìèíàíò òðåòüåãî óðàâíåíèÿ åñòü D = (c − a)2 − 4(d − b) =
c2 − 2ac+ a2 − c2 + a2 = 2a(a− c) � îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 0 áàëëîâ.

Ì11.4-1 ×èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî 4x > y2 + z2, 4y > x2 + z2, 4z > y2 + x2. Äîêàæèòå, ÷òî
xyz < 8.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà x, y, z ïîëîæèòåëüíû. Çàìåòèì, ÷òî y2 + z2 ≥ 2yz
(ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî (y − z)2 ≥ 0). Îòñþäà 2x > yz. Àíàëîãè÷íî, 2y > xz, 2z >



yx. Ïåðåìíîæèâ íåðàâåíñòâà (îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâ ïîëîæèòåëüíû), ïîëó÷èì 8xyz > (xyz)2.
Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Ì11.4-2 ×èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî 6x > y2 + z2, 6y > x2 + z2, 6z > y2 + x2. Äîêàæèòå, ÷òî
xyz < 27.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà x, y, z ïîëîæèòåëüíû. Çàìåòèì, ÷òî y2 + z2 ≥ 2yz
(ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî (y − z)2 ≥ 0). Îòñþäà 3x > yz. Àíàëîãè÷íî, 3y > xz, 3z >
yx. Ïåðåìíîæèâ íåðàâåíñòâà (îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâ ïîëîæèòåëüíû), ïîëó÷èì 27xyz > (xyz)2.
Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Êîììåíòàðèé. Çàìå÷åíî, ÷òî ÷èñëà x, y, z ïîëîæèòåëüíû � 0 áàëëîâ.
Â ðåøåíèè íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, íî íå óïîìèíàåòñÿ, ÷òî ÷èñëà x, y, z ïîëîæèòåëüíû � ñíÿòü
1 áàëë.

Ì11.5 Íà ñòîðîíàõ BC è BA òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè A1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî òàê,
÷òî ∠BAA1 = ∠BCC1. Áèññåêòðèñà BL òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îòðåçîê A1C1 â òî÷êå
K. Äîêàæèòå, ÷òî A1K · CL = C1K · AL.

Ðåøåíèå. Òðåóãîëüíèêè AA1B è CC1B ïîäîáíû ïî ïåðâîìó ïðèçíà-

êó (∠B � îáùèé è ∠BAA1 = ∠BCC1). Ïîýòîìó
BA1

BC1

=
BA

BC
. Ïî

ñâîéñòâó áèññåêòðèñû óãëà òðåóãîëüíèêà
A1K

C1K
=
BA1

BC1

è
CL

AL
=
CB

AB
.

Çíà÷èò,
A1K

C1K
=
BA1

BC1

=
BA

BC
=
AL

CL
. Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå

çàäà÷è.

Êîììåíòàðèé. Çàìå÷åíî ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ AA1B è CC1B � 2
áàëëà.

Ì11.6 Ñôåðà Ω êàñàåòñÿ êàæäîãî èç áîêîâûõ ð¼áåð SA, SB, SC òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC,
à òàêæå êàñàåòñÿ å¼ îñíîâàíèÿ â öåíòðå îïèñàííîé îêîëî íåãî îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð
ñôåðû ëåæèò íà âûñîòå ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð ñôåðû, P � öåíòð îïèñàííîé îêîëî îñíî-
âàíèÿ îêðóæíîñòè, A1, B1, C1 � òî÷êè êàñàíèÿ ñôåðû ñ ð¼áðàìè SA,
SB, SC ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ.). Ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ, ïðî-
âåäåííûõ ê ñôåðå èç îäíîé òî÷êè, èìååì: SA1 = SB1 = SC1 = a,
AA1 = AP , BB1 = BP , CC1 = CP . Íî ïî óñëîâèþ PA = PB = PC,
ãäå R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ îêðóæíîñòè. Çíà÷èò,
SA = SB = SC = a+R.
Ïóñòü SH � âûñîòà ïèðàìèäû. Òîãäà èç ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ SAH, SBH, SCH (SH � îáùèé êàòåò) ñëåäóåò, ÷òî
HA = HB = HC. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà H � öåíòð îïèñàííîé
îêîëî îñíîâàíèÿ îêðóæíîñòè, òî åñòü H ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé P , îòêó-
äà SP ⊥ ABC. Íàêîíåö, ïî ñâîéñòâó ðàäèóñà, ïðîâåäåííîãî â òî÷êó
êàñàíèÿ, OP ⊥ ABC. Çíà÷èò, ïðÿìûå SP è OP ñîâïàäàþò, îòêóäà è
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî ðàâåíñòâî áîêîâûõ ðåáåð � 2 áàëëà.
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